Mitt=1 als Mittel zum Zweck

Extremwertaufgaben ohne Differentialrechnung

Gerd Baron, TU-Wien

Dle Grundidee und These fUr dle nachfolgende Zusammenstellung ist:

Extramwarts sind durch Ungleichungen definiert:

flx)zfxg), fx.y)2f(xg.yo) etc. Minimum
f(x)sf(xq), fix,y)sf(xg,yo) etc. Maximum

Dahar sind Extremwertaufgaben durch Ungleichungsn l5sbar.

Als elnfachstes Belsplel elner Ungleichung giit wohl x220 mit ,=" genau fur x=0.
Wir kdnnen hler sogar den Fall auszelchnen, fur den Gleichheit giit.
in die Sprache der Extremwertaufgaben Ubersetzt heiBt dies:

Das Minimum von f(x)=x2 Ist O und es wird genau fur x=0 angenommen.

Etwas allgemelner sogar:

Flir f(x)=a+x? Ist das Minimum a und wird genau fir x=0 angenommen, bzw.

Fur f(x)=a-x? ist das Maximum a und wird genau fir x=0 angenommen.

Oft sind aber erst Umformungen der vorgegebenen Funktion notwendig, um sie in die-
se einfache Gestalt zu bringen, aus der wir das Extremum lelcht ablesen kdnnen.

Belspiel 1: Als Beispiel diene aus SCHELLBACH das Beisplel 5 resp. 40.
Von welcher Hohe x muB elne vollkommen elastische Kugel herabfallen, damit sie in
kUrzester Zeit zurickspringend die Hthe h wieder erreicht?

Losung:

x=g $,2/2 t=7(2/g)/x

X~n=q t22/2 tfv’(?./g)-/(x*h)

Dle Fallzelt Ist aiso ty und dle Rucksprungzelt Ist ty-ty, also muB t=t+(-t,)=2t-t;
minimal werden.

Auf den kenstanten sositiven Falcor /(2/1) verzichtend, haben wir f{xj=27/x~7(x~h)
auf ein Minlmum zu untersuchen. Da uns nur positive Wertz von f(x) Interessieren,
kisnnan wir auch glx)=f(x)2=4x+(x-h)-2.27x7(x~h) untarsuchen.

Nan Ausdruck {7x=24{x~h))2=x+4(x-h}-2.297x7(x~h) ausniitzend, kisnnen wir wesentlich
schéner g{x)=3h+ (x-27(x-h))? schreiben.

Wir arhalten also das Minimum von g(x) und damit auch von f(x) und somit von der
Zelt t fur ¥x-2¢/(x-h)=0, also flir x=4(x-h), dh. fur x=4h/3. Die gesamte Zelt Ist
dann +(2/g)/(3h)=/(6h/q).
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Algemelner kénnen wir die bisher verwendete Ungleichung x220 mit =" genau fur x=0
auch noch In der Form x2+y220 mit ,=" genau fUr x=0 und y=0 betrachten und ver-—
wenden. Sle llefert dann ein freles Extremum (Minimum) der Funktion f(x,y}=x%+y? ge~
nau fir x=0, y=0. Elne Aufgabe, die mit den Mittein der Differentialrechnung fur Funk-
tionen mit einer Verinderlichen elgentlich nicht geldst werden kann.

Mit unserer Grundidee kidnnen wir sogar Extrema mit Nebenbedingungen behandeln:
Extrema fir f(x,y) mit dar NB g(x,y)=c.

Gilt f(x,y)sglx,y) mit =" falls dle Beziehung h(xy)=0 giit, und hat das Glelchungssy—
stem h(x,y)=0 und g(x,y}=c eine Lésung, so folgt:

Das Maximum von f(x,y) st ¢ und es wird fir x=xg, y=yg angenommen, wobel man
Xo.yo aus dem Glelchungssystem h(xg,yo)=0 und g(xg,yo)=c zu ermitteln hat.

Dle dazugehdrige Minimumsaufgabe fur g(x,y) mit der NB f(x,y)=d llest sich dann wie
folgt:

Das Minimum von g(x,y) Ist d und es wird fur x=xq, y=yo angenommen, wobel man
Xo.yo aus dem Glelchungssystem hixg,yo)=0 und f(xo.yo)=d zu ermitteln hat.

Wo bekommen wir nun soiche Ungleichungen her?

Zum Belsplel von oben. Damit ist hler nicht der Himmel gemeint, sondern die schon
welter oben In der bisherigen Betrachtung verwendete triviale Ungleichung x220 mit
= genau {Ur x=0.

Es folgt aus lhr Os(x-y)2=x?~2xy+y?. Addleren wir auf balden Seiten 4xy und dividieren
wir noch durch 4, so erhalten wir xysC(x+y)/212. Schrinken wir uns freiwillig auf po-
sitive x und y eln (x>0,y>0) so erhalten wir

{(xy)s(x+y)/2 mit =" genau fur x=y.

Die In dieser Ungleichung auftretenden Funktionen sind aber bekannte Funktionen.
{(ab) ist das geometrische Mittel von a und b und (a+b)/2 ist das arithmetische Mit~
tel von a und b.

Wir erhalten also: Von zwel positiven Zahlen a und b Ist das geometrische Mittel
stets kieiner gleich dem arithmetischen Mittel mit Glelchheit genau fur a=b.

Wenden wir die Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel gleich auf
2inige Beiscplele an.

Belsplel 2; Gesucht Ist ein Rechteck mit gegebenem Umfang und maximalem Flichenin-
nalt.

{gsung: 2(a+b)=u F=a.b

Also YF=v(ab)s(at+b)/2=u/4 (gegeben).

Also wird das Maximum von F mit (u/4)? fur a=b (Quadrat) erreicht. Das gesuchte
Rechteck Ist also eln Quadrat (mit der Seltenlinge u/4).
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Belsplel 3: Ein zweites Beisplel dazu: (Bsp.122 aus LIETZMANN-JAROSCH)
Wir betrachten Quader mit gegebenem Volumen abc und einer gegebenen Seltenlinge
a. Gesucht sind jene Quader mit minimaler Cberfliche.

Ldsung: O=2(abt+bctca99ac)=2a(b+c)+2be=4al(b+c)/21+2V/a.
Aus (b+c)/22{(bc)=v(V/a) mit =" fUr b=c= {(V/a) erhaiten wir als L&sung das qua-
dratische Prisma.

Belsplel 4: Als letztes Beisplel dazu wollen wir das Beisplel 448 aus REICHEL be-
trachten.

An einer Mauer soll ein moglichst groBes a mal b Rechteck mit einem Zaun vorgege—
bener Linge at+2b=L abgegrenzt werden.

Die erste Losung liuft fast standardmiBig, allerdings mit elnem kleinen Trick.

F=ab. Aber (atb)/2 Ist ja nicht konstant, dh. gegeben, sondern nur (a+2b)/2. Wir
schrelben also F=(a.2b)/2sl(a+2b)/2312/2=L2/8 mit =" genau fUr a=2b, also b=a/2.
Das gesuchte Rechteck Ist also ein halbes Quadrat.

Elnen zwelten LYsungsweg erhalten wir durch eine gsometrische Uberisgung.
Wir splegeln das Rechteck an der Mauer. Der neue Flicheninhalt Ist doppeit so grof
wle der aite. Ebensolches giit fur die nun notwendige Zaunlinge, dlese Ist aber jetzt
der Umfang. Wir haben also das Problem auf ein schon geldstes, ndmlich Rechteck
mit gegebenem Umfang und maximalem Flicheninhait, zurlickgefuhrt. Damals erhlelten
wir das Quadrat als L8sung, also erhalten wir jetzt das halbe Quadrat.

AuBer geometrischem (gM) und arithmetischem (aM) Mittel Ist vielleicht manchen auch
noch das harmonische Mittel hM=2ab/(a+b) bekannt. Wie man sofort einsleht glit
hM.aM=(gM)2. D.h. gM(hM,aM)=gM. Daraus folgt aber wegen aMsgM sofort auch
hMsgM.

Ubrigens geben diese Mittel ihre Namen auch fur die entsprechend benannten Folgen
und Reihen her. Bel den arithmetischen resp. geometrischen Folgen und Reihen ist je-
Jes Glled das entsprechende Mittel der belden Machbarglieder. Analog kann man har—
nonische Foigen und Reihen definieran. Den melsten Ist allerdings nur ,die” harmoni~
sche Reihe X1/n bekannt.

Weniger bekannt ist das quadratische Mittel gM=v[{a%+b?)/21.
Aus  gM2-aMPR=(aZtb?)/2-(a2+2ab+b2)/4=(al-Rab+b?)/4=[(a-b)/21%220 folgt sofort
AMsgM.

Rechnen 'wir auch damit ein Beispiel.
Beisplel 5: Rechteck mit gegebenem Umfang und kUrzester Dlagonale gesucht.

Losung: 2(atb)=u  d=v(aZ+b2)=/2/[(a%+b?)/2].
w/4=(a+b)/2s/[(a®+b?)/2]=d/v2 mit =" genau fur a=b (Quadrat).
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Geometrische Veranschaulichung der Mittel

Elne geomaetrische Veranschaulichung der Mittel und der Mittelungleichungen kann In
zwel Modellen durchgeflhrt werden.

Erstens das Krelsmodell.

Wir legen die zwel Strecken a=AD und b=DB auf einer Geraden neben elnander. Es

sel M der Mittelpunkt von AB und somit auch des Halbkreises Uber AB mit dem Radi~

us r=(a+b)/2. Sel C der Punkt dieses Halbkreises Uber dem Punkt D.

Es giit dann MC=r=(a+b)/2=aM

Und nach dem Hthensatz CD=7(ab)=gM.

Es folgt sofort gMsaM.

Sel nun E der HohenfuBpunkt von D iIm Dreleck COM. So giit nach dem Kathetensatz

CE.CM=CD?, also CE.aM=gM2. Somit Ist CE=hMsgM.

Auch das quadratische Mittel 148t sich hier darstellen. Es sel 0.B.d.A. a<b. Gehen wir

von D nach C zu F, sodaB DF=a. Es sel G der Mittelpunkt von BF. Errichten wir Uber

BF ein gleichschenkelig rechtwinkeliges Dreleck BHF, so ist DG=GF=GB=HG und BH=

FH=gM. D llegt dann auf einer Ellipse mit den Brennpunkten F und B und der Ldnge

der Hauptachse gleich at+b. lhr Nebenscheltel sei J. Es glit dann GJsGD=GH, also auch
=BJ<BH=gqM.

e Pins ot -+ o
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Als zweltes Modell méchte Ich das Trapsxmodall vorstellen. Hier selen a und b die
Lingen der helden Parallelseiten. a oben, b unten, asb.

-

A b B

Der Dlagonalenschnittpunkt telit dle Hohe In zwel Abschnitte hy oben und h; unten.
Welters entstehen zwel dhnliche Drelecke mit den Héhen hy resp. h, und den Basen a
resp. b. Es gilt daher hyha=a:b. Die Linge der Horlzontalen durch den Diagonalen-
schnittpunkt sel x. Verschieben wir die linke Seite parallel jeweils durch die rechten
cheren Ecken der belden Telltrapeze, so erhalten wir rechts zwel dhnilche Drelecke
mit den Hohen hy resp. h; und den Basen x-a resp. b-x.

Es gilt daher (x-a):(b-x)=hy:hy=a:b, also x=2ab/(at+b)=hM. Diese Proportion Ist Ubri-
gens Jdle alte Deflnition des harmonischen Mittels.

Welters gilt in diesem Modell, daB dle Parallele zur Grundlinie, dle das Trapez In dhn-
liche Telltrapeze zerlegt, als Linge das geometrische Mittel hat.

in dem selben Sinne halblert das arithmetische Mittel die Hohe des Trapezes. Es liegt
also tlefer als das geometrische Mittel. Daraus folgt sofort gMsaM.

Fur das arithmetische Mittel gilt, daB die Lange der neuen Parallelseite das arithmeti-
sche Mittel der Lingen der alten ist.

Fiie das nuadratische Miitel sitt, dafl der Fldcheninhait des Kreises ilber der neuen
Papraiiseite <ias arittmetischa Midal der Ficheninhaite der Kraise lter den alten ist,
e das hubische Mittel gilt, a8 das Volumen cer Kugel lber der neuen Parallelseite
“as arithmarscha Mitte] <lor Volumina 2or Kugeln vizer dan aiten st

2o glelenschenkeligon Trapezan wgeugt das kubliche Mittel cwel Teiltrapeze, die bel
Aotation an die Symmetrizachse Kegeistlimpfe mit gleichen Yolumina ergeben.

Das quadratische Mittel zerlegt das Tragez in zwel flichergisiche Teiltrapeze.

s folgt sofort aMsgMskivdi=34/Clad+b3)/2].
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Dle letzten belden Mittel kdnnen wir natiirlich als Potenzen mit gebrochenen Exponen-—
ten statt als Wurzelausdriicke schrelben. Wir erhalten dann gM=L(a%+b?)/212 und
kM=[(a3+b3)/21V/3,
Dles IdBt sich sofart durch my=[(aP+bP)/21P zu einem p-ten Potanzmittel (fur
p+Q) veraligemeinern. Wir erhalten dann my=aM, my=gM und m3=kM sowle m_i=hM.
FUr p=0 definleren wir mg=v{ab)=gM.
Dle bisherigen Mittelungleichungen lesen sich nun In der Kette m_;smgsmysmysms;.

‘e aligemeine Mittslunglaichung lautet nun:
Fur p<q gilt mpsmg mit =" genau fur a=h.
Dies gilt sogar fUr p=—w und/oder g=t+w mit m_g=min(a,b) und m,,=max(a,b).

Betrachten wir ein welteres Beisplel.

Belsplel 6: Gesucht ein quadratisches Prisma mit gegebener Oberfliche und maxima—
lem Volurnen.

Losungsversuch: O=2(a%+2ah) gegeben. V=a?h. Gleicher Trick wie bel Rechteck an der
Mauer. a?.2ah=2a%h erwelst sich als unbrauchbar.

Man mUBte so etwas wle a2.ah.ah=a*h?=V2 erhalten. Dann bendtigen wir aber drel
Faktoren. Oder wir fassen den Faktor 2 als eine Art Gewicht auf.

Weitere Verallgemeinerung des Mittels. Nun als gewichtetes Poteanzmittel:

Dle Gewichte selen a,>0: mpy(ab,B)=l(xaP+BbP)/(x+B)1¥P fur p+0 und
mo(a,b;a,B)==*B/(a%bP),

Elne Bemerkung Ist wichtlg: Es kommt nur auf a:p an, man kdnnte also a+B=1 vor-
aussatzen.

Bel festen Gewichten a,§ glit wieder die aligemeine Mittelungleichung:
FUr p<q giit m,(a,bjx,B)smg(a,b;a,B) mit =" genau fur a=b.

L8sung des obigen Belsplels 6:
a=1, B=2. mg=37/[a2(ah)21smy=(a2+2 ah)/3. my=37(a*h2)=37/V2,
Maximum von V fur =", d.h. a?=ah, also fur a=h, dem Wurfel.

Die oben aufgetretenen ganzzahligen Gewlichte a=1 und =2 konnen wir auch als An—
zahlen Interpretieren. Wir haben dann 3 Zahlen a2 , ah , ah.

Wir kdnnen nun auf n Argumente ay,ay,...,a, veralligemeinern.
Beim Ausdruck m=(Za)/n lacht jedem Statistikfetischisten das Herz. (Es Ist wert,
sich diesen Anblick plastisch vorzustellen)
Allgemeiner m=L(ZaP)/n1VP und mg="vI]a;.
Auch hler giit eine allgemeine Mittalungleichung:
FUr p<q gilt mgsmg mit ,=" genau fur a;=ap=...=a.
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Aus den Schularbeitstatistken (und fUr die mit dem Statistiktick als semantisches
Differentlal bekannt) kennen wir das gewlchtete arithmetische Mittel:

Mit den Gewlchten g; und dem Gesamtgewicht Lg=G gilt ja m=(Lgx)/G.

Allgemeiner m=L(ZgaiP)/G1 P  fur p#0 und mg= Y14 .

Auch hier gilt bel festen Gewichten g =ine allgemelne Millalurgeichuing:

Filr p<q gilt mpsmg mit =" genau flr a;=ag=...=ap,.

Jetzt kdnnen wir das obige Belspiel 6 mit den Gewichten 1 aber mit 3 Zahlen behardeln:
3/(a2.ah.ah)s(az+ah+ah)/3 mit =" Rir a2=ah=ah, also fur a=h.

Weitere Beisplele.

Beisplel 7 und 8: Wir verwenrden Quader mit Volumen V=abc ,
Chertliche O=2(abt+bctca) und Kantensurmme K=4(at+btc).

LLdsung: Ca wir bel gegebenmer Oberfliche ab.be.ca=(abc)?=V2 und bel gegebener Kan-
tensumme abc=V haben, erhalten wir jeweils maximales Volumen fir (O gegeben)
ib=bc=ca, also a=b=c (ebenso bel gegebener Kantensumme), d.h. fur den Wurfel.

Bei diesem Beispiel haben wir sogar 3 Verdnderiliche mit nur einer Nebenbedingung
erledigt. Elne Sltuation, dle mit der Mittelschulmathematik eigentlich nicht bewditigbar

schelnt.

Belsplel 9: REICHEL 463b (Winkeifunktionen)
Gesucht ist elne Rinne mit maximalem trapezfdrmigem Querschnitt, die aus 3 Brettern
mit der Breite a gezimmert werden kann.

Ldsung: Das rechtwinkelige Bdschungsdreleck hat die Hypotenuse a (gegebene Breite
der Bretter) und dle Katheten x und h.

Der doppelte Flicheninhalt des Querschnitts ist dann 2F=(a+x)h mit h2=aZ-x2.

Es Ist elnfacher dessen Quadrat G=(a+x)2(a?-x2)=(a+x)3(a~x) zu untersuchen.

Wir haben nun 4 Faktoren, aber leider Ist lhre Summe 3(a+x)+(a-x) nicht konstant.
Allerdings ist 3[(a+x)/33+(a—«)=2a konstant.

Wenn wir nun G=270{arx)/313(a-x)=27my* schreiben, so kénnen wir dle Mittelinglal-
“rurg anwerden und arbalten das Maximum filr (atxk)/3=a-x, also fur x=a/2. D.h.
caim maximalen Querschnitt Ist das Bdschungsdreieck 2in halbes glelchseltiges Drei-
wrk, der B8schungswinkel Ist daher 600,
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Belsplel 10: Ein Belsplel, das In sehr sehr vielen Blchern als einfUhrendes Belspiel ge-
bracht wird. Wir wihlen die Angaben aus REICHEL. 451 ,Schachtel”.

Gegeben sel eln rechteckiger Karton mit den MaBen 10x16. Durch Herausschnelden von
Quadraten In den vier Ecken und Falzen und Heraufblegen der Randrechtecke soll eine
oben offene Schachtel mit maximalem Volumen hergestellt werden.

Lsung: Sel x die Seitenlinge des Quadrats, dann giit
V=(10-2x)(16-2x)x=4(5-x)(8-x)x.

Leider Ist die Summe (5-x)+(8-x)+x der 3 Faktoren nicht konstant. (Versuch 1 mi-
lungen)

Wiederholen wir den Trick von vorhin, daB wir den Faktor x durch 2x ,ersetzen”,
dann ist die Summe (5-%)+(8-x)+2x=13 konstant. Aus der Mittelungleichung erhaiten
wir nun die Bedingungen 5-x=8-x=2x. Dlese sind aber leider nicht !8sbar, da niemals
5-x=8-x glit. (Versuch 2 miBlungen. Aufgeben? Nein)

Es sind eben andere Koeffizienten notwendig: a{5-x), B(8-x) und vx. Achtung es han-
delt sich dabel nicht um Gewichte, da sla ja telm Produkt (geometrisches Mittel)
nicht als Exponenten auftreten. Es muB o {5-x)+p(8-x)+vx=(5a+BB)+(y-a—B)x keonstant
sein. Dles Ist fur y=a+f erfllit.

Wir schreiben daher nun V=4La(5-1[A(8-x)I[(a+8)x1/Caf(x+B)], also das konstante
Vielfache des Volumens [ap(a+B)IV/4=mg3. Jetzt ist m=[5u+881/3=mg fUr x(5-x)=
B(8-x=(a+B)x. Dleses System hat aus der ersten und dritten Gleichung dle Ldsung
x=5a/(2a+8) und aus der zweiten und dritten Glelchung die Lésung x=8p/(a+28). Dlese
beiden Werte missen also ibereinstimmen. Es muB also geiten Sa2+10ap=16af+882,
d.h. 5a2-6aB-882=0 Woraus sich als positive L8sung «=23 erglbt. FUr x folgt damit x=2.

Bemerkung 1: Klarerweise kommt es bei diesemn Trick nur auf das Verhdltnis der Ko—
effizlenten an. Wir hitten also von vornherein a oder f oder Y gleich 1 setzen k&nnen.
Man soll aber gewlsse Wahlfrelheiten nicht zu fruh aufgeben, da man manchmal spa-
ter durch eine bessere Wahl komplizierte Rechnungen vereinfachen kann.

Bemerkung 2: BOAS und KLAMKIN haben gezeigt, daB man mit diesem Trick alle Po-
lynomfunktionen behandeln kann.

Belsplel 11, 12 und 13: (KLAMKIN; Problem von OGILVY, dort anders geldst)

Wir betrachten rechtwinkelige Dreiecke im Achsenkreuz, sodaB P(hk) auf cer Hypo~
tenuse llegt. FUr die Katheten a und b haben wir also die Neberbedingung h/ati/b=1,
deren Gestalt an das harmonische Mittel m_4(a,b), allerdings mit Cewichten h und k,
arinnert.

Nun krnen wir fur verschiedene ,Zielfunktionen" sxtremale Oreiecke siuchen. Wir
wollen hier dral auswihlen.

1.) Die Summe der Kathetenldngen atb=2my(ab)

2.) Dle Linge der Hypotenuse 7(aZ+b?)=72mj,(a,b)

3.) Den Umfang des Drelecks atb+7(a*b?)




Ldsung:

In den ersten belden Prcblemen haben wir wieder Mittel, allerdings mit den Gewlchten 1.
Um die Mittelungleichung arwenden zu tdnnen, mUssen wir nur Gewlichte o« und § so
alnfihren, daB sle In der Zieifunktion und in der Neberbedingung gleich sind.

1) a+tb=x(a/a)}+B(b/B)={a+B)my{as/a,b/f;x,B)
muy(a/ab/Bie,3)=(Caxla/a)+ B(B/0) 1/ Lt BI) 1.

Wihlen wir x?=h und B2=k, so geht dleses harmonische Mittel Uber In

(v a+k/bl/Lat B1) t=a+p=vht k.

Das Minimum der Zlelfunktion tritt also fur a/a=b/B=a+B, also fur a=h++/(hk)=vh(7h+7k)
und bsk+7(hk)=/k(7h+7k) auf. Der ,Anstleg” der Hypotenuse Ist b/a=B/a=7(k/h).

2.) {(a2+b2)=7/[a(a/x)%+B2(b/B)2]=/(aZ+p2) my(a/a,b/B;a2,52)
my(a/eb/8;02,82)=(La?(a/a)+ BA(B/b) 1/ T+ BI) .

Wihlen wir a3=h und B3=k, so geht dieses harmonische Mittel iber In

(v ati/bl/La+p21)t=a2+ B2=3/n2+34ic2,

Das Minimum der Zlelfunktion tritt also Ur a/a=b/#=a?+§2, also flr
a=h+34(hk2)=37/h(3/n?+3/k?) und b=k+3/(h?k)=37k(3/hZ+37/k?) auf.

Der .Anstleg” der Hypotenuse Ist b/a=p/a=37(k/h).

3.) Leider haben die beiden ersten Zlelfunktionen fur h#k Ihre Extrema an verschlede—
nen Stellen, sonst hitten wir natlrlich sofort die Ldsung fur den minimalen Umfang
gefunden.

Dieses dritte Problem kinnen wir aber durch elne ,elnfache” rein geometrische Uber—
legung, also auch wieder chne Verwendung der Differentialrechnung Isen.

Betrachten wir fur eln solches rechtwinkeliges Dreleck mit C Im Ursprung und den
Ecken A und B auf den Koordinatenachsen und P auf der Hypotenuse den Ankreis an
die Hypotenuse. Sein Radius sel r, dann Ist sein Mittelpunkt M(rr). Es seien Ty (auf
CA Ist x-Achse), T (auf APB) und T3 (auf CB ist y~Achse) die Berlhrungspunkte des
Ankreises auf den Selten des Drelecks (resp. lhren Verlingerungen). FUr den Umfang
gilt dann u=AC+BC+AB=AC+BC+AT,+BT,=AC+AT+BC+BT3=2r.

D.h. der Umfang wird minimal, wenn der Ankreis miglichst klein wird. Dieser muB
aber elne Tangente curch P erlauben und ,oberhalb” dieser Tangente llegen. Sein Mi-
Alrmum wird also dann erreicht, wenn ar durch P geht, Damit kann dle L&sung kon-
strulert worden, Um sle rechnerisch in den Griff zu bekommen, setzen wir P in die
Yrelsglelchurg ein und erhalten dle Bealngung (h-r)%+ (k-r)2=r2.

‘Moraus fUr r die Gleichung r2-2(h+kr+h?+k2=0 mit der Losurg r=ht+k+v(2hk) folgt.
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Mit dlesem letzten Belsplel haben wir eine neue Goldader an Methoden zur L&sung von
Extremwertaufgaben ohne Verwendung der Differentlairechnung angeschnitten, ndmlich

rein geometrische Uberlegungen.

Deisplel 14; Gegeben =lne Gerade g und in elner der durch sie erzeugten Malbebenen
zwel Punkte A und B. Gesucht Ist 2in Punkt X auf g, sodaB AX+XB minimal wird.

Ldasung: Splegeln wir den Anteil XB des Streckenzuges 'n die andere Halbebene zu
XB'. (B ist also das Splegelbild von 8 an g.) Wir sehen sofort, daB AX+XB=AX+XB'
minimal wird, wenn X auf der Verbindungsgeraden von A und B' llegt, aiso thr
Schnittpunkt mit g ist.

Zur Lisung haben wir aiso das (physikallsche) Reflexionsprinzip verwendet, bzw. fje
nach Formulierung) als Ldsung erkannt.

Damit haben wir dla Ldsung konstrulert., Dle rechnerische Bewiltigung der Aufgabe
kann nun mit dhnlichen Drelecken erfolgen.

Dieses Belsplel tritt In den Schuibtichern, wie auch viele andere interessante Beispiele,
oft In elner Yerkleidung auf, um den einfachen geometrischen Charakter zu verschlel-
ern. Aber vielleicht steckt nur der, auch nicht gar so mcderne (wle oft angenommen)
.Motivationschub durch Praxisnihe” dahinter. |

Elne an sich nette Formullerung unseres Belsplels interpretiert B als Srandstelle und A
als Anrainer (oder Feuerwehrhaus) und g als FluBufer. Gefragt wird dann nach der
Stelle am FluBufer, an der Wasser aufgenornmen werden soll, um damit darn das
Feuer bekimpfen zu kdnnen. Dabel soll natirlich zwischen Abfahrt und Ldschaktion
mdglichst wenlg Zeit vergehen.

Bel LIETZMANN-JAROSCH wurde noch berlicksichtigt, daB man mit Wasser dann
langsamer unterwegs Ist. Um gleiche Geschwindigkelt zu erreichen, wird daher an der
Stelle X ein Vorspann angespannt. Bel REICHEL wird dies nicht mehr berticksichtigt,
Nur als Randbemerkung: Bel unterschledlicher Geschwindigkeit ergibt sich dle Ldsung
{physikalisch) aus dem Brechungsgesetz.

Varianten von dieser jeometrischen Uberlegung, der kirzesten Verbindung zweler
Purkte, wollen wir noch betrachten.

Belspiel 15;: Gegeben sind n positive Zahlen ay,a3,...,3n.

Gesucht sind Zahlen byby,....0n, scdaB Xbjc (gegeben) und ./ (a52+b12) ranimal wird.
Ldsung: Wir wihlen zwel Punkte Ag und Ay, deren Horlzontalabstand (Differenz ler
Abszissen). glelch Laj ist und deren Vertkalabstard (Differenz der Crdinaten) gleich
c(-‘=£b;) ist. ‘Wihlen wir nun Punice \1 mit awufelnarderfolgenden Mbszisserdifferonzen
zwischen Apy und Aj gleich a; und antsprechenden Crdinatendiffar:nzen glelch by, so
ist Zﬂaf-‘rb;z) die Linge das (gebrochensn) Strackenzuges AgAy...Aq. Tiese wird mi-
nimal, wenn die Zwischenpunkta Ay,...,Ap-q auf der Verbindungsstracke Agdp liegen. Es
folgt also, daB fUr das Extremum stets by/ajrc/La (gleicher Anstleg) lst.
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Cine Varlkieidung der Situation fUr n=2 ist In den Schulblchern als ,Verbindung uirs
Fck” vorhanden. Auf jeder von zwel aneinander sicBarden Zimmerwidnden st 2in
Pruniat gugeben. 2.8, auf der einen =2in Punkt A in dar Fohe 3 und Im Abstand 4 zur
aemeinsaman Kante (Zimmereacke), und auf der arderen in der Hthe 1 und 'm Abstand
2. Dlwse Puaktz sollen durch 2ine miglichst kurze (Strem-) Leltung verbunden werden.
Matlirfich lst dieses Ceisplel in den Buchern REICHEL, BURGER-FISCHER-MALLE und
RCMNBERGER-PESCHEK nicht neu. Alle haken, Inklusive Skizze, von ROSENBERG-
LUDWIG-WUHR koplert. Mur bel KRONFELLNER-PESCHEK wird wenigstens eine Zahl
{3 statt 2) verdndert. Cbwohl gerade bel diesem 3eispiel die speziellen Zahlen nicht
von wesentlicher Bedeutung sind, und daher gerade hler die Schulbuchautoren, die ja
thre Quellen nicht zitleren, leicht ,neue” Beisplele den Schulern und Lehrern zur Ver—
fiigung stellen kdnnten.
Salbstverstindlich wird In allen dlesen neuen Blchern auf die neuen gesetzlichen Vor—
schriften der horlzontalen und vertlkalen Verlegung ven Stromleltungen Rickslcht ge-
nommen, und daher dle kirzeste Leltung mit der gesetzilch vargeschricbenen Leitung
verglichen.
Der Vorwurf, daB zur Gidnze abgeschrleben wurde, Uifft richt voll zu. £s wurden
dia Interpretationen der Punkte A und B (Stromausla8 und Steckdose) zum Tall ab—
gedndert. Besondere Erwihnung verdient In dlesem Zusarnmenhang aber dle ,vermal(l)e-
dalte Praxisndhe ohne Sinnhinterfragung” (bel ? Richtig geraten). Dort werden ndmlich
A (Hohe 3 Meter) und B {(Hihe 1 Meter) als Schalter bezesichnet. Viellelcht soil dabel
aber 2in ficherubergrelfender Unterricht vorbereitet werden, und eine Bezlehung zu
Gullivers Relsen von Jonathan Swift hergestelit werden. A und somit dle elne Zimmer—
wand befindet sich In Brobdingnag, dem Land der Rlesen, und B urd somit die andere
Zimmerwand In Lilliput, dem Land der Zwerge (obwohi er denen natirlich zu hoch
wire. Aber wem Ist nicht manches zu hoch?). Cder man bezleht sich auf das Kinder—

buch ,Florlans wundersame Relse Uber dle Tapete".

Ein letztes Beisplel wollen wir noch mit der Technik der klrzesten Verbindung behan—
deln. Es ist die L&sung von FEJER des Problems von FAGNANO.

Feiaspivl 16; In das spitzwinkallge Draleck A3C soli el Drzleck mit minimalem Umfang

singeschrisben werdan (dh. seine Eipunkte soiben auf den Oralecksseiten flegen).

LCsurg. Sel das elngeschriebene Dreiack XYZ mit X auf AB, Y auf AC und Z auf 3C.
Malten e altimal X fast. Wir splegein X an AC und srhalten X', X gesplegeit an BC
Pafert X', Dann ist der Umfang das Dreiecks KYZ gleich X'Y+YZ+ZX", wird also iini-
al, falls ¥ und Z dl2 Schnittpunkte von X'X" mit den Seiten AC und BC sind. Da das
gleichschenkollge Dreieck X'CX" mit CX'=CK"=CX flr jede Wahl von X den konstanten
Winkel X C("=24ACB<1807 hat, ist X'X" minimal, falls CX minimal Ist. Dann ist aber
X der HohenfuBpunkt von h_ auf AB. Analoges gilt fur Y und Z.

Somit ist das umfangkleinste eingeschriebene Dreieck das HiohenfuBpunkidreleck.
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AbschlieBend noch elnige subjektiv gefirbte Bemerkungen zur Verwendbarkeit dleses
Stoffes, dleser Methoden Im Unterricht und aBerhalb des Unterrichts.
Zundchst zu der fast Immer als erste gesteliten Frage:

Wo bekommt man Beiaplele dafiir her?
Es wurde ja versucht, dle behandeiten Beispiele in den Schulblichern zu crten. Wobel
halt In vielen Fillen das Buch von REICHEL et al. herangezogen wurde. In der Litera—
wrilste sind auch noch einlge ardere Schuiblcher zitlert. Leider wird dadurch, wie
schon cben an einem Belsplel arwihnt, dle Anzahl der zur Verfligung stehenden Bel~
spléle nicht nennenswert gréBer, da fast alle Schulbuchautoren dleselben Quellen be—
und ausnutzen. Trotzdem Ist selbst dlese Menge an Beisplelen sehr groB.
Auch das erste Belsplel der Relfepriifung von Herrmann Weyl (elnem Parallelogramm
ist das flichenkleinste Dreieck zu umschreiben) kann mit der Mittelungleichung behan-
delt werden.
Elne weitere fast unerschdpfliche Quelle fur soiche Belsplele ist das Buch von POLYA.
Aber auch In den anderen in der Literaturliste angefuhrten Blichern sind viele Belspiele
enthaiten. Das Buch von CLAUS enthilt viele, mitunter sehr komplizlerte Aufgaben, die
mit reln geometrischen Uberlegungen geltist werden kénnen.
Es Ist nicht zu erwarten und auch nicht zu vertreten, da8 diese Methoden dle Anwen-
dung der Differentlalrechrung auf Extremwertaufgaben Im Schulunterricht verdringen
soll. Im Gegenteil. Mit der Differentlairechnung steht ein fast Immer funktionlerender
Apparat zur Verfugung. Wihrend hler ein Werkzeug prdsentiert wurde, das bei jeder
neuen Aufgabe frisch eingestelit, ja viellelcht sogar vollkommen umgebaut werden muB.
Trotzdem kann Ich mir drel Anwendungsgebleta vorstellen.
Erstens, kann In manchen Fillen entweder elne sinfache Mittelungleichung und/oder
eine rein geometrische Uberlegung zur L¥sung einer Extrernwertaufgabe der Differenti-
alrechnung zur Seite gestellt werden. Dies wird bezUglich geometrischer Uberlegun-
gen, wie zum Belsplel mit der kirzesten Verbindung belm ,Stromleltungsbeisplel” und
zusammenm mit der Splegelung an der Geraden beim ,Feuer und FluBbeisplel”, aller—
dings nur in manchen Schulblchern, schon getan.
Zweitens, kann man auf dlese Methoden vielleicht Im ‘Wahlfachunterricht, aber sicher
In Olympladevorbereitungskursen eingehen. Allein fur die Ungleichung vomn geonmetri-
schen und arithmetischen Mittel offerlert das Buch von BULLEN-MITRINOVIC-YASIC
52 (in Worten: zwelundfiinfzlg) Bewelise. Urd 'n der mathematischen Literatur tauchen
'mmer noch neue auf. Viele davon sind durchaus dem Schiller auch Im Seibststudium
zugdnglich. Und damit komme Ich schon zur dritten und vielleicht gargbarsten Anwen-
dung. Wie wire es mit Facharbeiten Uber dleses Thema. Mégliche Titel wéren.
Potenzmittel und lhre Ungleichungen.
Mittel und thre geometrische interpretation.
Elementare Ldsung von Extremwertaufgaben.
Geometrische L8sung von Extremwertaufqaben.
Als Literatur und Aufgabensammiung fUr dle belden zuletzt genannten Themen kann
das Schulbuch hergenommen werden. Es kann versucht werden so viele Belspiele wie
Irgend mdglich ohne Differentlalrechnung zu I8sen.
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Ja man kann dles sogar als vlertes Anwendungsgeblet schon vor Elnfuhrung der Dif-
ferentlairechnung als Freizeitbeschiftigung fUr unterforderte Schiler In den unteren
Klassen der Oberstufe durchfiihren. Es Ist sicher, daB er eine oder andere dadurch
ohne Plotten der Funktlonen auf dem Computer eln besseres Varstindnis fur dle
Furktlonen Im allgemelnen und fur thre geometrische Bedeutung 'm besonderen er
wirbt. |
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